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Vorwort

Die vorliegende Arbeit soll eine Einfithrung in den Hoare-Kalkiil geben. Sie
richtet sich gezielt an interessierte Studenten der Lehrveranstaltung “Theo-
retische Informatik und Logik” (TIL) an der Technischen Universitit Wien,
die einen gréBeren Uberblick erlangen und sich tiefergehend mit der Mate-
rie beschéftigen mochten. Darum legt diese Arbeit Wert darauf, nicht nur
Ableitungsregeln einzufiihren, sondern diese auch zu motivieren, sowie sich
mit totaler Korrektheit, Korrektheitsbeweisen und Vollstdndigkeitsaussagen
auseinanderzusetzen. Am Ende werden fiinf kurze Programme durchbespro-
chen und in Bezug auf ihre Korrektheit im Detail vorgerechnet.

Der Besuch der oben genannten Lehrveranstaltung soll aber keine Vor-
aussetzung fiir die Lektiire dieser Arbeit sein. Sie ist als eigenstdndiges Werk
konzipiert und weicht in Notation und Beispiel-Programmiersprache von den
Unterrichtsmaterialien geringfiigig ab. Dies sollte fiir interessierte Leser kein
Hindernis darstellen, sondern einen ersten Einstieg in die Literatur bilden,
wo auch andere Notationen vorherrschen.

1 Einleitung

1.1 Der Hoare-Kalkiil

Fines der Kerngebiete der Informatik ist das Schreiben von Programmen
nach Spezifikationen. Programme, die sich falsch verhalten, kénnen grofien
Schaden anrichten. Aus diesem Grund ist eine systematische Uberpriifung
unumgénglich. Die hiufigste Methode, das zu erreichen, ist durch Testen,
aber Testen kann immer nur Fehler aufzeigen, nicht die Korrektheit des
Programms beweisen: Das Nicht-Finden von Fehler ldsst nicht auf deren
Abwesenheit schlieBen. Auflerdem miissen gefundene Fehler ihre Ursache
nicht in der Programmlogik haben, was die Behebung schwierig gestalten
kann.

Der Hoare-Kalkiil — wie andere Verfahren zur Verifikation von Program-
men — wéhlt eine mathematisch-logische Herangehensweise. Dadurch kann
er die Korrektheit eines Programmes tatséchlich beweisen und geht somit
iiber die Moglichkeiten des Testens hinaus. Er iiberpriift nur die eigentliche
Programmlogik und erlaubt so ein leichtes Lokalisieren von Fehlern.

1.2 Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit teilt sich in zwei grofle Teile: Theorie und Beispiele. Im theo-
retischen Teil werden zunéchst eine Pradikatenlogik und eine Programmier-
sprache definiert, anhand derer wir uns den Regeln des Hoare-Kalkiils und
der Korrektheit zuwenden. Die Vollstédndigkeit wird nur gestreift.



Im zweiten Teil werden fiinf kurze Beispiele mit Integer-Operationen
vorgestellt und im Detail durchgerechnet. Dabei wird auf Versténdlichkeit
und Uberblick Wert gelegt, aber es stehen auch alle Ableitungsbiume zur
Verfiligung.

1.3 Literaturverweise

Der Hoare-Kalkiil wurde von C. A. R. Hoare in [Hoa69] erstmals veréffentlicht.
Auf 6 Seiten motiviert er das neue Kalkiil, stellt das Zuweisungsaxiom und
vier Regeln vor und gibt einen Ausblick, was dadurch alles erreicht werden
konnte.

[Hoa69] kann als eine Fortfithrung des Gedankens in [Flo67] verstan-
den werden, wo die Basis fiir eine Formalisierung von Programmen gelegt
wird, mit der dann auch Korrektheits-, Aquivalenz- und Terminationsbewei-
se moglich werden. Im Konkreten weist Floyd jedem Befehl die Eigenschaft
zu, von einer vorher geltenden logischen Aussage eine nachher giiltige logi-
sche Aussage abzuleiten.

Als Einfiihrungswerke in Programmverifikation im Allgemeinen und den
Hoare-Kalkiil im Speziellen seien [Wan80], [HR04] und [HS92] genannt. [Wan80]
ist ein allgemein gutes Buch iiber Programmieren, das den Stil der Wir-
lernen-programmieren-Biicher positiv gepriagt hat. In Kapitel 6 wendet er
sich der Programmverifikation zu und gibt eine leicht versténdliche Einfiihrung
in ein dem Hoare-Kalkiil nachempfundenes System.

In [HRO4] Kapitel 4 findet man eine sehr ausfiihrliche und lesenswerte
Einfiihrung in den Hoare-Kalkiil. Die Autoren gehen dabei im Detail auf par-
tielle und totale Korrektheitsbeweise ein und geben viele Ubungsbeispiele.

Hohlfeld und Struckmanns Buch [HS92] handelt nur iiber Verifikation.
Die Autoren geben zunéchst eine sehr genaue Abhandlung iiber den Hoare-
Kalkiil, wo sie auch nicht mit Beweisen sparen. In der zweiten Hélfte wenden
sie sich der Programmiersprache PASCAL zu und stellen Verifikationssyste-
me konkret dafiir vor. Ich habe mich beim Verfassen dieser Arbeit stark auf
[HS92] gestiitzt, muss den Leser aber darauf hinweisen, sich genau in die
dortige Notation einzulesen, da sie stark von meiner abweicht.

Wer sich mit den Themen Korrektheit und Vollsténdigkeit tiefergehend
beschiftigen mochte, sei auf [Coo78], [Cla79] und [Jos85] verwiesen. [Coo78§]
hat fiir die Vollstéandigkeit die Bedingung der Expressivitit eingefiihrt. [Cla79]
findet Beispiele, wo Expressivitéit fiir einen korrekten und vollstdndigen
Hoare-Kalkiil nicht ausreicht (Stichwort Rekursion). Clark definiert 5 Kri-
terien, die diesen verhindern, und diskutiert jene einfacheren Sprachen, die
entstehen, wenn eines der Kriterien ausgelassen wird. Fiir 4 dieser Sprachen
wird in [Cla79] bzw. [Old81] gezeigt, dass sie vollsténdige Hoare-Kalkiile
haben. [Jos85] zeigt das auch fiir die fiinfte Sprache.



1.4 Notation und Unterschiede zu TIL

In dieser Arbeit werden keine obskuren oder ungewdohnlichen logischen No-
tationen benutzt ohne erklirt zu werden. Vorab nur eine kleine Konvention:
Die logischen Symbole in der in Abschnitt 2 definierten Pridikatenlogik wer-
den sich von den logischen Symbolen fiir Aussagen uber die Pradikatenlogik
unterscheiden. Im Konkreten wéhlen wir:

Operator in der PL | iiber die PL
Negation - ~
Aquivalenz = =, —
Konjunktion A *
Disjunktion \% +
Implikation D -

Tabelle 1: Notationskonventionen

Die Operatoren in Tabelle 1 sind dabei nach ihrer Prioritdt geordnet.
Wir werden trotzdem oft Klammern setzen, um Verwirrungen zu vermeiden.

Die Notationsunterschiede zu TIL sind gering. Wir werden Variablenbe-
legungen mit I bezeichnen, in TIL werden sie £ genannt. Unser I darf nicht
mit dem Z aus TIL verwechselt werden, das neben einer Variablenbelegung
auch Doméne und Signatur enthélt. Die Menge aller Z wird mit PINTy
bezeichnet, wir nennen die Menge aller I ENV.

TIL bezeichnet die Priddikatenlogik mit PFy, und wertet sie mit der
Funktion wvalz aus. In dieser Arbeit wird die Prédikatenlogik mit PL(D)
bezeichnet und von M p;, ausgewertet.

Des weiteren sei noch darauf hingewiesen, dass die Programmiersprache
“Assignment Language” (AL) in TIL nicht ganz der hier benutzten “Toy
Programming Language” (TPL) entspricht. TPL ist um den leeren Befehl
skip erweitert und hat sonst nur leichte syntaktische Abweichungen.

2 Pradikatenlogik

Es wird vorausgesetzt, dass der Leser mit den Grundziigen der Pradikatenlogik
bereits vertraut ist. Hier werden kurz die Symbole und Definitionen angege-
ben, die sich durch den Rest der Arbeit ziechen werden.

2.1 Datentyp

Wir benoétigen ein allgemeines Konzept von Datentypen, das variabel sein
soll, damit unsere restlichen Definitionen moglichst allgemein bleiben. Wir



definieren einen Datentyp als ein Quadrupel D = (D, F, P, K), bestehend
aus

e der Doméne (nicht leer)
e ciner endlichen Menge von Funktionen vom Typ D" — D™
e ciner endlichen Menge von totalen Priadikaten vom Typ D™ — {true, false}

e Konstanten aus der Doméne

Zu den Mengen F, P, K gibt es die Signaturmengen F'S(D), PS(D), KS(D),
die die den Funktionen, Priadikaten und Konstanten zugehorigen Symbole
bezeichnen. Die Funktion ¢ bildet Signatursymbole auf die im Datentyp
spezifizierten Prédikate, Funktionen und Konstanten ab. Wir bezeichnen
¢p : FS(D) — F, ¢p : PS(D) — P, ¢p : KS(D) — K der Einfachkeit
halber alle als ¢p.

2.2 Terme iiber Datentypen

Um mit Variablen hantieren zu kénnen, fithren wir Interpretationen I ein, die
Variablensymbole auf Doménenelemente abbilden. Die Menge ENV enthélt
alle moglichen Interpretationen, VS alle Individuenvariablensymbole. ENV :
VS —» D.

2.2.1 Syntax von Termen iiber Datentypen

Die Menge T (D) aller Terme iiber dem Datentyp D enthélt
(T1) allewv e IVS

(T2) alle k € KS(D)

(T3) und alle Terme f'(t1,...,t,), wenn f' € FS,(D) und t1,...,t, €
T (D).

2.2.2 Semantik von Termen iiber Datentypen
Die Menge 7 (D) wird interpretiert von der Semantikfunktion My : ENV x
T (D) — D, wobei
(MT1) Variablen der gegebenen Interpretation entsprechend gedeutet wer-
den: My (I,v) = I(v)
(MT2) Konstanten dem Datentyp entsprechend: My (I,c) = ¢
mit ¢ € KS(D), c € K(D), ¢p(c) =c.

(MT3) und Funktionen auf ihre Argumente einzeln angewendet werden:
MT(I, f/(tlv s atn)) = f(MT(I7 t1)7 s MT(I7 tn))
mit f/ € FSy, f € Fn, ¢D(f/> =/

Das Ergebnis einer Auswertung von M ist ein Doménenelement.



2.3 Syntax von PL

Als pradikatenlogische Formeln iiber dem Datentyp D erlauben wir die fol-
genden:

PL1) p'(t1,...,tn) € PL(D), wenn p’ € PS, (D) und t1,...,t, € T(D)

PL3

(PL1)
(PL2) (FoGQG) € PL(D), wenn F,G € PL(D) und o € {A,V,D,=}
(PL3) —F € PL(D), wenn F' € PL(D)

(PL4)

PL4) QuF € PL(D), wenn F € PL(D), v € IVS und Q € {V,3}

2.4 Semantik von PL

Die Funktion M py, : ENV x PL(D) — {true, false} wertet einen priadikatenlogischen
Ausdruck in Bezug auf eine Variableninterpretation aus und bestimmt, ob
er wahr oder falsch ist.

(MPL1) Mpr(I,p'(t1, ... tn)) = p(M7 (L, t1),..., M7(I,t,))
mit p’ € PS,(D), p € P,(D), ¢p(p’) = p.

(MPL2) Mpr(I,(Fo' G)) = Mpr(I,F)oMpr(I,G)
wobei o' € {A\,V,D,=} und o € {x,+, =, <=1}.

(MPL3) Mpp(I,~F) = ~MpL(I,F)

(MPL4) Mpr(I,(Vv)F) < fiir alle I, die sich hochstens in v von I
unterscheiden, gilt Mpp(I', F).

(MPL5) Mpr(I,(Fv)F) <= fiir mindestens ein I’, das sich hiéchstens in
v von I unterscheidet, gilt Mpr(I’, F).

Das Ergebnis einer Auswertung von M py, ist also ein Wahrheitswert.

3 Die Programmiersprache TPL

Die Programmiersprache Toy Programming Language (TPL) ist eine redu-
zierte imperative Programmiersprache mit dhnlicher Syntax wie PASCAL.
Sie soll Zuweisungen, Verzweigungen und Schleifen ausdriicken kénnen und
ist wie folgt definiert.

3.1 Syntax von TPL
Die formale Sprache Toy(D) besteht aus:

e den Schliisselwortern von TPL:
T = {skip, <, begin, ;, end, if, then, else, fi, while, do, od }



e Variablensymbolen VS
e Termen 7 (D) fiir Variablenzuweisungen
e pridikatenlogischen Ausdriicken PL(D) fiir Pfadentscheidungen

Dadurch ergibt sich Toy(D) C (T U IVS U T(D) U PL(D))*. Toy(D)
enthélt aber nur Zeichenketten, die sich aus den folgenden induktiven Regeln
ableiten lassen.

(Toyl) skip € Toy(D)

(Toy2) v <« t € Toy(D), wenn v € IVS und t € T(D)

(Toy3) begin « ; 8 end € Toy(D), wenn «, € Toy(D)

(Toy4) if E then « else § fi € Toy(D), wenn «, 3 € Toy(D) und E €
PLy(D)!

(Toyb) while E do « od € Toy(D), wenn o € Toy(D) und E € PLy(D)

3.2 Semantik von TPL

Um Ausdriicke in Toy(D) auswerten zu kénnen, definieren wir die Semantik-
funktion M., wie folgt. Sie erhélt zwei Argumente: eine Variablenbelegung
€ ENV, in Bezug auf welche die Auswertung erfolgen soll, und ein Pro-
gramm bzw. einen Programmteil € Toy(D). Sie gibt die Variablenbelegung
nach Durchfithrung des Programms zuriick.

(MToyl) Moy (I,skip) =1

(MToy2) Mroy(Il,v «t) =1
wobei I'(v) = My (1,t) und I'(u) = I(u) fiir alle u € IVS,u # v

(MToy3) Mty (I, begin a ; § end) = Mo, (Mroy(I, ), B)

(MToy4) Mroy(1,if E then acelse §fi) = {

Mroy(I, ) falls Mpr(I, E) = true
Mroy(I,B) falls Mpr(I, E) = false

Moy (Mroy(I,a), while E do o od)
(MToy5) Mrey (I, while E do «od) = falls Mpr(I, E) = true
I falls Mpr(I, E) = false

! PLo(D) bezeichnet die quantorenfreien Ausdriicke in PL(D)



4 Korrektheitsaussagen

Die Hoare’sche Logik bietet eine Notation, in der Aussagen iiber die Korrekt-
heit von Programmen gemacht werden kénnen. Dabei gibt man an, was nach
Ausfithrung des Programmes gelten muss, sofern davor ein bestimmter Sy-
stemzustand gegolten hat. Mit den Regeln des Hoare-Kalkiils in Abschnitt 5
werden diese Aussagen dann bewiesen.

Das Hoare-Kalkiil bedient sich dabei einer sehr allgemeinen und méchtigen
Technik: der Problemreduktion. Um zu zeigen, dass ein komplexes Programm
gewisse Anforderungen erfiillt, geniigt es, zu zeigen, dass es in Teile zer-
legt werden kann, die zusammen die gestellten Anforderungen erfiillen. Man
denkt also vom Grofien ins Kleine. Das sollte nicht vergessen werden, vor
allem, da Ableitungen im Hoare-Kalkiil nach oben verzweigend notiert wer-
den. Diese Bdume sind also von unten nach oben zu lesen.

Ein Hoare-Tripel ist eine Zeichenkette der Form P {7} @ mit P,Q €
PL(D) und © € Toy(D). Dabei wird P die Vorbedingung (Precondition)
genannt und @ die Nachbedingung (Postcondition). Das Paar (P, Q) wird
auch Spezifikation von m genannt. 7 ist das zu iiberpriifende Programm
unserer gewahlten Programmiersprache TPL. 7 darf keine Variable enthal-
ten, die in P oder ) quantifiziert vorkommt. Ist das doch der Fall, muss
Variablenumbenennung/-ersetzung erfolgen.

Die Funktion M, definiert die Semantik einer partiellen Korrektheits-
aussage.

true falls VI € ENV gilt, dass:
wenn Mpr(I, P) = true
M (P{r} Q)= und Mo, (I, 7) ist definiert,
dann M pr(Mrey(1,7), Q) = true
false sonst

Wir beobachten, dass die Nachbedingung nur dann giiltig sein muss,
wenn die Auswertung von 7, also Mg, (I, ), definiert ist, das heifit, wenn
7 terminiert. Diese Beschrankung wird mit partiell ausgedriickt. Wenn man
die Termination in den Korrektheitsbeweis miteinschlief3t, spricht man von
totaler Korrektheit. Wir gehen auf diesen Unterschied in Abschnitt 6 néher
ein.

Da eine Auswertung von M, (P {7} @) alle moglichen Variablenbele-
gungen iiberpriifen muss, ist sie relativ aufwendig. Mit den im folgenden
dargestellten Regeln des Hoare-Kalkiils kann das viel einfacher erfolgen.

5 Regeln des Hoare-Kalkiils

Im folgenden betrachten wir die verschiedenen Regeln des Hoare-Kalkiils.
Thre Korrektheit wird in Abschnitt 6 behandelt. Wir bezeichnen die Men-
ge der Korrektheitsaussagen tiber dem Datentyp D mit H(D). Statt der



ausfiihrlichen Beschreibung
Wenn A und B in H(D) sind, ist auch C in H(D).

B Das Symbol byy(p) dritckt

verwenden wir die Abkiirzung gy p) A

dabei aus, dass es sich um eine syntaktisch giiltige Ableitung in (D) han-
delt.

5.1 Leere Anweisung

Die leere Anweisung bestehend aus dem Schliisselwort skip ist trivial und
kann als Axiom verstanden werden. Unabh#ngig von den Vorbedingungen
konnen sie auch als Nachbedingungen gelten.

— = (HA1 ..
oy P (skipy P Y fiir alle P € PL(D)

5.2 Zuweisung
5.2.1 Vorwirtsverkettung

Wenn einer neu eingefithrten Variablen ein Term zugewiesen wird, in dem
die neue Variable auch nicht vorkommt, gilt die Gleichsetzung als weitere
Nachbedingung. Dies ist ein Axiom.

HA2

Wenn v in t oder P vorkommt, ist es trickreicher. In der Nachbedin-
gung miissen alle Vorkommen von v durch ¢ ersetzt werden (wenn v in ¢
vorkommt, gilt also der alte Wert), und es muss gelten, dass () mit Substi-
tution weiterhin aus P folgt.

P> Q] . fir alle P,Q € PL(D), v € IVS,
oy P oty g ™Y t € T(D)

5.2.2 Riickwirtsverkettung

Wenn die Nachbedingungen einer Zuweisung bekannt sind, lassen sich sehr
leicht Vorbedingungen definieren. Alles, was fiir den neuen Wert von v (also
t) gilt, muss auch vorher schon fiir ¢ gegolten haben. Wir kénnen also alle
Vorkommen von v durch ¢ ersetzen.

(HA3) fir alle P € PL(D), v € IVS,

Fu) P[L) {v et} P te T(D)
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5.3 Konkatenation / Hintereinanderausfithrung

Mochte man zwei Anweisungsblocke hintereinander ausfithren, von denen
die Nachbedingung des einen die Vorbedingung des anderen ist/sein kann,
konnen sie in einen begin-end-Block zusammengefiigt werden. Die Zwi-
schenbedingung kann dabei entfallen, sodass die Vorbedingung des ersten
und die Nachbedingung des zweiten als solche iibernommen werden.

Anders betrachtet kann man eine Konkatenation in zwei Teile zerlegen,
wenn man eine geeignete Aussage iiber den Zustand zwischen ihnen tref-
fen kann, der als Nachbedingung der ersten und Vorbedingung der zweiten
Ausfithrung verstanden werden kann.

Die Regel kann deshalb so notiert werden:

P{a} R R{p}Q ) wobei P,R,QQ € PL(D),
Fyp) P {begin o ; 3 end} Q (F2) o, 8 € Toy(D)

5.4 Bedingungen

Sind die Vorbedingungen zweier Ausdriicke komplementir und haben sie
dieselbe Nachbedingung, so kénnen sie zu einem if-else-Konstrukt zusam-
mengefiigt werden. Kénnen aus den beiden Vorbedingungen Gemeinsam-
keiten extrahiert werden, werden diese zur neuen Vorbedingung. Die Defi-
nition der Komplementaritit F wird als “Bedingung” in den if-Ausdruck
tibernommen, sodass « E erfiillt.

PAE{a} Q PA-E{8}Q wobei P, € PL(D),

H
Fypy P {if E then o else 8 fi} Q W) B e PLD), a.p €
Toy(D)

5.5 Schleifen

Ist die Nachbedingung eines Ausdrucks eine Untermenge der Vorbedingung
(PAE D P), kann das als Schleife verstanden werden. Sollte nach Ausfithrung
die Spezifitit der Vorbedingung noch zusétzlich gelten, kann er erneut durch-
laufen werden. Wir notieren das mit while. Die Nachbedingung des while-
Ausdrucks muss allerdings —FE enthalten, damit dieser ordentlich beendet
ist.

PANE {a} P ) wobei P € PL(D), E €
F3(py P {while E do a od} P A -E PLy(D), o € Toy(D)

Alternativ konnen Schleifen unter Applikation der Konsequenzregel un-
ten (H5) auch durch Schleifeninvarianten verallgemeinert dargestellt werden.

11



P> Inv InvAE {a} Inv (Inu AN—-E)DQ
o) P {while E do a od} Q

(H4)

wobei P, Q, Inv € PL(D), E € PLy(D), o € Toy(D)

5.6 Folgerung / Konsequenz

Vorbedingungen kénnen durch allgemeinere Ausdriicke ersetzt werden, Nach-
bedingungen durch spezifischere.

P>Q Q{a} R RDS 5 wobei P,Q,R,S € PL(D),
F3(D) P{a} S a € Toy(D)

6 Die Korrektheit des Hoare-Kalkiils

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die oben vorgestellten Ableitungsregeln
korrekt (engl. sound) sind. Das heifit, jede ableitbare Korrektheitsaussage
ist auch tatséchlich giiltig. Korrektheit ist neben Vollstandigkeit (siehe Ab-
schnitt 7) eine wichtige Eigenschaft von Kalkiilen.

Wie schon oben in Abschnitt 4 angedeutet, muss man in Bezug auf die
Korrektheit des Hoare-Kalkiils zwischen der partiellen und totalen Korrekt-
heit unterscheiden.

Die partielle Korrektheit besagt, dass wenn fiir ein Programm x die
Vorbedingung P gilt und das Programm terminiert, die Nachbedingung @
gelten muss. Formal:

VIe ENV : Mpr(I,P) * Mroy(I,m) ist definiert
== Mpr(Mroy(I,7),Q)

In Abschnitt 6.1 zeigen wir fiir die bereits vorgestellten Ableitungsregeln,
dass sie partielle Korrektheit erhalten.

Im Gegensatz zur partiellen Korrektheit gilt es auch, die totale Korrekt-
heit zu betrachten. Diese erweitert die partielle Korrektheit um den Ter-
minationsbeweis. Sie besagt also: Wenn die Vorbedingung P gilt, muss «
terminieren und die Nachbedingung @) gelten. Formal:

VI € ENV: Mpy(I,P) =
Moy (I, ) ist definiert * Mpr(Mroy(I,7), Q)

Wir gehen auf die fiir totale Korrektheit notwendigen Adaptionen in Ab-
schnitt 6.2 ein.
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6.1 (Partielle) Korrektheit

Man spricht von einer partiellen Korrektheitsiiberpriifung, wenn die Termi-
nation gegeben sein muss, um eine Aussage iiber den Zusammenhang von
Vorbedingung und Nachbedingung zu treffen. In anderen Worten: Terminiert
der Code nicht, gilt auf jeden Fall partielle Korrektheit. Wir lassen in den
folgenden Beweisen deshalb die Voraussetzung von Definiertheit beiseite.

Eine Ableitung im Hoare-Kalkiil kann als Baum bzw. als Folge dargestellt
werden (eine Aussage hat eine oder mehrere Bedingungen). Die einzelnen
Folgenglieder sind dabei entweder Axiome des Hoare-Kalkiils, pradikatenlo-
gische Formeln oder mit Hilfe von Ableitungsregeln des Hoare-Kalkiils aus
vorhergegangenen Folgengliedern berechnet.

6.1.1 Leere Anweisung

(HA1) ist ein Axiom. Wir miissen zeigen, dass fiir alle P € PL(D)
M. (P {skip} P) = true gilt.

Wir erinnern uns, dass wir in (MToy1) Moy (I, skip) = I definiert haben.
Wenn wir also M, (P {skip} P) auswerten, erhalten wir fiir alle I € ENV:

MPL(Iv P) = MPL(MTOZJ(I> skip),P)
MPL(I,P) — MPL(I,P)

was trivialerweise fiir alle P € PL(D) wahr ist.

6.1.2 Zuweisung

(HA2) ist ebenfalls ein Axiom. Wir miissen fiir alle P € PL(D), v € IVS,
t € T(D) zeigen, dass,

(i) sofern v weder in P noch in ¢ vorkommt, M, (P {v < t} P Av = t)
immer gilt;

(ii) falls P> Q[t], M.(P {v « t} Q) = true gilt;
(iii) und M. (P[] {v « t} P) immer gilt.
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Unabhingigkeit. Unter der Bedingung, dass v weder in P noch in ¢ vor-
kommt, gilt fiir die Korrektheit von P {v <t} PAv =1

Mpr(I,P) = Mpr(Mroy(I,v t),PNv=1t)
MPL(I,P) - MPL(I/,P/\’U :t)
mit I'(v) = My (I,t),Yu # v : I'(u) = I(u)

Mpr(I,P) = MPL(I/,P) *MPL(I/,’U =t)
Mpp(l,P) = MPL(I/,P) *MT(I/,U) = MT(I,,t)
Mpr(l,P) = MPL(I/,P) *I’(U) = MT(I,,t)
Mpp(I,P) = MPL(I/,P) * true

Da v nicht in P und ¢ vorkommt, unterscheidet sich die Auswertung von P
bzw. t unter den Interpretationen I und I’ nicht.

Vorwirtsverkettung. Wir zeigen die Giiltigkeit der Hoare-Regel (H1),
indem wir die Korrektheitsaussage auf ihre Bedingung zurtickfiihren.

Mpr(I,P) = Mpr(Mroy(I,v +t),Q)
Mpr(I,P) = Mpr(I',Q)
Mpr(I,P) = Mpr(I1,Q[}])

mit I'(v) = My (I,t),Yu # v : I'(u) = I(u). Die Gleichsetzung von M p. (I, Q)
und Mpr(1,Q[L]) erlaubt uns Lemma 6.1. Somit haben wir die Korrekt-
heitsaussage P {v <+ t} Q auf P D Q m zuriickgefiihrt.

Lemma 6.1. Seiv € IVS, t € T(D), I,I' € ENV mit I' = Mroy (I, v
t), P € PL(D), wobei in P weder v noch die Variablen in t quantifiziert
vorkommen. Dann gilt Mpr(I', P) = Mpr(I, P[L]).

Riickwirtsverkettung. Ist die Nachbedingung einer Zuweisung bekannt,
kann sehr einfach eine Aussage iiber die Vorbedingung getroffen werden:
Was in der Nachbedingung fiir v,e, = t gilt, muss in der Vorbedingung, wo
Valt 7 Unew, dennoch fiir ¢ gelten. Wir ersetzen also alle Vorkommen von
v in der Nachbedingung durch ¢, um eine Vorbedingung zu erhalten. Die
Korrektheit von P[l)] {v « t} P zeigen wir mit

MPL(I,P[Z]) - MPL(MTOy(I,U «—t),P)
MPL(I,P[:/)]) —— MPL(I/,P)

was nach Lemma 6.1 gilt.
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6.1.3 Konkatenation / Hintereinanderausfithrung

Durch die Vorbedingung P {a} R wissen wir, dass fiir alle I; € ENV gilt:

Mpr(I1, P) = Mpr(Mroy(I1, ), R)
MPL(Il,P) — MPL(I{,R)
mit [] = Mroy(I1, @)

Durch die Vorbedingung R {f} @ wissen wir, dass fiir alle [y € ENV
gilt, dass

MPL([Q,R> - MPL(MToy(I%a)vQ)
MPL(I%R) - MPL(I£7Q)
mit Ié = MToy(I2>B)

Da wir I} als Spezialfall von I verstehen kénnen, wissen wir, dass

Mpr(I1,P) = Mpr(I}, R) = Mpr(15,Q)
Mpr(I, P) = Mpr(Mroy(I,a), R) = Mpr(Mroy(Mroy(I, ), 8),Q)

Durch Ausschluss des Mittelglieds erreichen wir P {begin « ; § end} @
und damit die zu zeigende Korrektheit von (H2):

Mpr(I, P) = Mpr(Mroy(Mroy(I, ), 3),Q)
Mpr(I,P) = Mpr(Mroy(I,begin a ; 3 end), Q)

6.1.4 Bedingungen

Wenn wir (H3) auf Korrektheit untersuchen wollen, miissen wir eine Fall-
unterscheidung treffen (wir erinnern uns an die Semantik-Definition von

Mroy(1,if E then o else g fi)).
Fall 1: Mp.(I,E) = true

Mpr(I, P) = Mpr(Mroy(1,if E then a else § fi), Q)
Mpr(I, P) = Mpr(Mroy (I, ), Q)

Durch einfache Umformung erhalten wir also aus

Mpr(I,E) = (Mpr(I,P) = MPL(MTOy(I, a),Q))
(MPL(I, E) * MPL(I, P)) — MPL(MTOy(I, 04), Q)

was genau der ersten Bedingung P A E {a} @ entspricht.
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Fall 2: Mp.(I, E) = false

Mpr(I,P) = Mpr(Mroy(I,if E then a else S fi),Q)
Mpr(I, P) = Mpr(Mroy(I,5),Q)

Parallel zum ersten Fall formen wir um und erhalten

NMPL(I, E) = (MPL(I, P) = MPL(MTOy(I,,B),Q))
(NMPL(L E) * MPL(L P)) = MPL(MTOy(Ivﬂ)vQ)7

also die zweite Bedingung P A —=E {3} Q.

6.1.5 Schleifen

Betrachten wir zunéchst die Regel (H4’). Aus der Voraussetzung PAE {a} P
konnen wir fiir alle I € ENV das Folgende ableiten:

(MPL(I, P) * MPL(I, E)) — MPL(MTOy(I, a), P)
(MPL(I7 P) * MPL(Ia E)) = MPL(I/7 P)
Wenn Mpr(I, E) = false ist die Aussage trivialerweise wahr. Ist M pr (I, E) =
true, gilt im Besonderen Mpp (I, P) = Mp(I', P) fiir I' = Moy (1, @).
Durch die Semantik-Defintion von My, (I, while E do « od) miissen
wir eine Fallunterscheidung treffen.

Fall 1: Mp.(I, E) = true

Mpr(I, P) = Mpr(Mroy (I, while E do « od), P A —E)
Mpr(I,P) = Mpr(Mroy(Mroy(I,a), while E do o od), P A —E)
Mpr(I, P) = Mpr(Mro,(I',while E do a od), P A —FE)

mit I’ = Mroy (I, @)

Die letzten beiden Schritte werden wiederholt, bis die Schleife mit
Mpr(I", E) = false terminiert. I” ist somit die resultierende Inter-
pretation von Mg, (1, while E do « od).

MPL(I, P) - MPL<I”,P A —\E)
Mpr(I,P) = (Mpr(I",P) x ~Mpr(I", E))

(MPL(I, P) - MPL<I”, P)) * (MPL(I, P) — NMPL([”, E))
Der erste Teil dieser Konjunktion ist wahr, da wir wissen, dass VI :
Mpr(I, P) * Mp(I,E) = Mpr(I', P) gilt, und da Mpy(I', E) fiir
alle I’ vor I"” (das umfasst auch I') durch die Definition von I” gegeben
ist.

Der zweite Teil ist wahr, da wir M p(I”, E) = false definiert haben,
und somit das hintere Glied der Implikation true ist.
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Fall 2: Mp.(I, E) = false

Mpr(I, P) = Mp,(Mroy,(I,while E do a od), P A —E)
Mpp(I,P) = Mpy(I, P A—E)

Mpp(I, P) = (Mpp(I, P) x ~MpL(I, E))

(Mpr(I, P) = Mpr(I,P)) * (Mpr(I,P) = ~Mpy(I, E))

Mpr(I, P) = MpL(I, P) ist eine Tautologie.
Mpr(I,P) = ~Mpr(I,E) ist wahr, da ~Mp(I, E) = true gilt.

Der Korrektheitsbeweis der alternativen Darstellung (H4) folgt aus dem
Korrektheitsbeweis von (H5) in Abschnitt 6.1.6.

6.1.6 Folgerung / Konsequenz

Wir zeigen, dass mit P,Q, R, S € PL und « € Toy(D) aus den bekannten
Formeln P D @, R D S und @ {a} R der neue Hoare-Kalkiil P {a} S
hergeleitet werden kann. Dazu betrachten wir zunéchst @ {a} R und fithren
zur Vereinfachung die Abkiirzungen ® und ¥ ein.

MPL(I) Q) - MPL(MToy(Ia 0‘)7 R)
(Q) = Y(R)

Was wir also zeigen miissen, ist

P>Q ®Q) = Y(R) RDS
O(P) = U(S)

Da fiir die beiden pradikatenlogische Formeln P, () unabhingig von ihrer
Interpretation gilt, dass P D @), gilt auch ®(P) = ®(Q) (d.h. unter der
Interpretation I). Ebenso gilt wegen R D S auch ¥(R) = ¥(S).

Die Ableitung?

O(P)=2(Q) Q)= Y (R) ¥(R)= V()
O(P) = U(S)
Mpr(I,P) = MPL(MTOy(I, a),S)

ist durch die Transitivitéit der Implikation korrekt.

6.2 Totale Korrektheit

Totale Korrektheit erweitert partielle Korrektheit um einen Terminations-
beweis. In unserer Programmiersprache TPL gibt es nur eine Konstruktion,

Der waagrechte Strich hier ist nicht mit einer Hoare-Regel zu verwechseln, sondern in
seiner allgemeinen Bedeutung zu verstehen: Wenn oben, dann unten.
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aus der Nicht-Termination entstehen konnte: Schleifen. (In anderen Pro-
grammiersprachen wire etwa auch Rekursion eine solche Ursache.)

Um von einer Schleife zu beweisen, dass sie terminiert, muss ein Ausdruck
(auch “Variante” genannt) zu finden sein, der die folgenden Eigenschaften
aufweist:

e Der Datentyp des Ausdrucks ist eine natiirliche Zahl.

e Der Wert des Ausdrucks nimmt mit jedem Schleifendurchlauf streng
monoton ab.

e Solange die Schleifeninvariante gilt, ist der Wert des Ausdrucks > 0.
Das heifit, die Variante ist vor, wihrend und nach der Schleife nicht-
negativ.

Wenn der Datentyp unserer Programmiersprache keine natiirlichen Zah-
len beinhaltet, muss eine Reduktion dieses Datentyps auf die natiirlichen
Zahlen erfolgen. Beispielsweise konnte man bei D = Datentyp der Strings
die Liange des Strings verwenden und bei D = Datentyp der Listen die Lange
der Liste. Diese Datentypen miissten dann Funktionen zur Verkiirzung von
Strings bzw. Listen implementieren.

6.2.1 Schleifen

Da unser Problem also die Schleifen sind, miissen wir die Hoare-Regel dafiir
etwas anpassen. Wir erweitern die bekannte Regel (H4) durch zwei weitere
Pramissen, die die Variante t einfiithren:

InvANE {n} Inv InoNENt=ty{rn}t<ty InvDt>0
Fa(D) Inv {while E do 7 od} Inv A —E

to ist dabei eine Hilfsvariable, die den Wert von ¢t zu Beginn des Schlei-
fendurchlaufs speichert, damit iiberpriift werden kann, dass ¢ tatséchlich
dekrementiert wurde.

Diese Regel kann noch vereinfacht werden: Zunéchst fassen wir die erste
und zweite Primisse zusammen.

InoNENt=ty {r} InuAt <ty InvDt>0
=) Inv {while F do 7 od} Inv A —E

Danach lockern wir die Einschrankungen auf die Invariante Inv etwas auf:
Termination wird nicht verhindert, wenn ¢t > 0 vor der Ausfiihrung von =«
nicht gilt, solang es nachher gilt. Die Prdmisse Inv D ¢t > 0 verlangt das
aber. Wir erhalten:

InoNENt=ty {r} Inu N0 <t <t
Fyy Inv {while E do 7 od} Inv A —E
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Auch hier kénnen wir eine unnétige Einschriankung aufheben: 0 < t < tg
muss nicht gelten, wenn die Schleife wegen —F terminieren wiirde.

InoNENt=ty {r} Inv A (E D0 <t<t)
(D) Inv {while E do 7 od} Inv A —E

(HR4”)

(HR4”) ist die neue Regel fiir Schleifen, mit der totale Korrektheit erreicht
wird. Betrachten wir zunichst die Primisse. Aus der Tatsache, dass die
Vorbedingung ¢ = ¢y und die Nachbedingung ¢ < ty enthélt, miissen wir
schlieBen, dass in 7 eine Anweisung wie ¢ <— ¢ — 1 vorkommt. (¢ um mehr als
1 zu verringern wire natiirlich auch moglich.) Da wir ¢y als neue Variable
definiert haben, ist sichergestellt, dass o in 7 nicht verdndert wird.

Um nun die Termination der abgeleiteten Schleife zu zeigen, betrachten
wir £ D 0 < t. Mit jedem Schleifendurchlauf wird ¢ verringert. Sofern nicht
zuvor (unabhéngig von t) —F eintritt, erreicht ¢ also frither oder spéter 0.
Wird die Schleife jedoch mit ¢ = 0 betreten und ¢ weiter reduziert, wére
E D 0 < t verletzt. Wir schlieflen also, dass E einen Konjunganden wie
t > 0 enthalten muss. Somit wird die Schleife spétestens abgebrochen, wenn
t = 0 erreicht ist, und das ist durch die streng monotone Dekrementierung
von t sichergestellt. Die Schleife muss terminieren.

(Anmerkung: Der Schleifenkern 7 muss terminieren, weil eventuell darin
enthaltene Schleifen ebenfalls mit (HR4”) gebildet wurden.)

7 Die Vollstindigkeit des Hoare-Kalkiils

In Abschnitt 6 haben wir gezeigt, dass jede Ableitung mit den vorgestellten
Regeln und Axiomen des Hoare-Kalkiils auch giiltig ist. Wir schreiben

Fay P AT} Q = Fymp) P {7} Q

Jetzt wollen wir die Umkehrung untersuchen. Wenn eine (partielle) Kor-
rektheitsaussage giiltig ist, existiert dann immer eine Ableitung, die das
zeigt?

Die Auswertung von g p) P {r} @ ist vom gewihlten Datentyp D
abhingig. Da wir auf D keinen Einfluss haben und nichts iiber dessen Voll-
standigkeit wissen, konnen wir iiber die nétigen Auswertungen keine Aussa-
gen treffen. Es wire etwa vorstellbar, dass die Funktionen und Pridikate in D
rekursiv gestaltet sind, sodass die Funktionen und Pradikate gar nicht termi-
nieren miissen. Der Hoare-Kalkiil H (D) kann also als ganzes nicht vollsténdig
sein.

Wir koénnen allerdings relative Vollstindigkeit feststellen. Diese besagt,
dass wir ein Orakel haben, das D fiir uns vollstindig interpretiert. Wir
miissen jedoch noch eine weitere Einschrdnkung treffen: Der Datentyp D
muss ezpressiv sein. Fiir die Definition von Expressivitdt benotigen wir den

19



Begriff der schwdchsten maoglichen Vorbedingung.

Fir 7 € Toy(D),Q € PL wird die schwdichste mdgliche Vorbedingung
wlp (engl. weakest liberal precondition) wie definiert als die Menge jener
Interpretationen, die vor der Ausfithrung von 7 gelten konnen, sodass die
aus 7 resultierende Interpretation () wahr macht.

wlp(m,Q) ={I € ENV | Mpr(Mroy(I,7),Q)}

Die Signatur von wip ist in der Literatur eigentlich Toy(D) x ENV —
ENV . Wir verstehen hier den spezifikationssprachlichen Ausdruck Q als {I €
ENV | Mpr(1,Q)}, die Menge der Interprationen, die ihn wahr machen.
Gleichermaflen kann das Ergebnis von wip(m, Q) als € PL(D) verstanden
werden.

Durch die Anwendung von wlp hat man also eine niitzliche Methode,
um im Fall von Riickwirtsanalyse eine geeignete und, wie der Name sagt,
schwichstmogliche Vorbedingung zu finden. Dies kann auch sehr einfach
automatisiert werden. Fiir Zwischenbedingungen einer Konkatenation und
Schleifeninvarianten eignet sich wip jedoch nicht, und da es auch kaum einen
anderen automatisierbaren Ersatz fiir das Auffinden derselben gibt, ist dies
einer der Griinde, warum der Hoare-Kalkiil nicht automatisiert eingesetzt
wird.

Ein Datentyp D ist in Bezug auf eine Priadikatenlogik PL(D) und eine
Programmiersprache Toy(D) expressiv, wenn wlp mit allen moglichen Ar-
gumenten stets ausgedriickt werden kann. Wir bezeichnen die Menge aller
expressiven Datentypen mit expr.

expr(PL, Toy) = {D | V& € Toy(D),VP € PL(D),¥Q € PL(D) :
P = wip(m,Q)}

Als Beispiel einer expressiven Datenstruktur sei die Peano-Arithmetik ge-
nannt, eine nicht-expressive Datenstruktur wére hingegen die Presburger-
Arithmetik. Andere Beispiele siehe auch [Wan78]. Wir gehen hier nicht néher
darauf ein.

Fir D € expr(PL, Toy) gilt also die relative Vollstandigkeit:
Fum) P{n} Q = Fymp) P {7} Q

7.1 Automatisierbarkeit

Neben der oben genannten Schwierigkeit des automatisierten Auffindens von
Zwischenbedingungen einer Konkatenation und Schleifeninvarianten gibt es
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die allgemeintheoretische Finschrinkung durch den Gddelschen Unvollstin-
digkeitssatz. Damit wurde bewiesen, dass es in hinreichend starken wider-
spruchsfreien Systemen immer unbeweisbare giiltige Aussagen gibt. Daher
kann es auch keinen algorithmischen Test auf Wahrheit von Korrektheits-
aussagen geben.

Fiir totale Korrektheitsaussagen miisste noch die Termination bewiesen
werden. Hier greift die Nicht-Entscheidbarkeit des Halteproblems von Tu-
ringmaschinen: Es gibt keinen Algorithmus, der von einem beliebigen Pro-
gramm entscheiden kann, ob es terminieren wird.

8 Rechenbeispiele

Im Folgenden zeigen wir die partielle Korrektheit in fiinf Rechenbeispielen.
Alle Beispiele basieren dabei auf dem Datentyp Z der ganzen Zahlen, fol-
gendermafen definiert:

Z = (z,{+, —x}{=# < <>, >} 2)

8.1 Vertauschen zweier Variablenwerte

Wir zeigen die Korrektheit des Programmes 7, das die Werte von x und y
ohne Benutzung einer Hilfsvariablen vertauschen soll.

7 = begin
beginzx+ x—y;y< r+yend;
T—Yy—=x

end

Dazu verwenden wir die beiden Spezifikationsvariablen xg und yq fiir
die urspriinglichen Werte von = und y. Unsere Vorbedingung P lautet also
x = a9 Ay = yo und unsere Nachbedingung Q y = g A x = yg.

Wir haben es hier mit drei Zuweisungsregeln zu tun, und wir verwenden
dafiir die Regel (HA3). Da diese Regel die Riickwértsverkettung beschreibt,
betrachten wir die Formel also von hinten nach vorne.

Als letzte Operation wird z < y — x durchgefiihrt, und nachher gilt Q.
Vorher muss also @ [é’;_ﬂ gegolten haben, das ist (y = zo) A (y — 2 = yo).
Wir kiirzen diese Formel mit S ab.

Vom inneren begin-Block ist bekannt, dass nachher S und vorher P
gelten muss. Zwischen den beiden Anweisungen gilt die noch zu eruierende

Bedingung R. Durch dieselbe Uberlegung wie oben erhalten wir S [Zﬂ’] =R
mit ((z +y) =20) A ((z +y) — 2 = yo), also (z+y = z0) A (y = yo).

Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass aus R [ﬁfy] auch P folgt: ((z—y)+y =
x0) A (y = yo), und das ist dasselbe wie P, ndmlich (z = z¢) A (y = yo).
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Wir schreiben das zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit als Baum, gegeben
in Ableitung (1) auf Seite 30.
Auflerdem ist die folgende Veranschaulichung hilfreich:

def

P = (z=ux0) A (y=yo)

{z +z—vy}

RE (z+y=u10)A(y=10)
{y <z +y}

SE (y=m0) A(y — x = x0)
{z < y—x}

Q= (y=0)A(z=1yo)

8.2 Multiplikation

Hier zeigen wir die Auswertung eines Programmes m, das mit Hilfe von
Addition und Subtraktion Multiplikation simuliert. Die Funktion % unseres
Zahlentyps wird deshalb nur in der Spezifikationssprache, jedoch nicht in
der Programmsprache verwendet (sonst wére 7 nur eine Zeile lang). Der
eine Faktor y wird solange aufsummiert (oder subtrahiert, falls er < 0 ist),
wie der andere Faktors x anzeigt. Die so gewonnene Summe p ist das Produkt
von z und y.
7 = begin
begin z + zg ; p < 0 end ;
while x > 0 do
begin p < p+yo;x <+ z—1 end
od
end
Die Vorbedingung P enthélt nur ¢y > 0 um unseren Algorithmus eiqfach
zu halten. Die Nachbedingung () muss festhalten, dass p = g %y gilt. Uber
die Schleifeninvariante Inv kénnen wir xxyg+p = xo*yo und x > 0 aussagen.
Die genaue Ableitung ist in (2) auf Seite 30 gegeben. Zunéchst teilen
wir 7 in den Initialisationsblock und die Schleife, zwischen denen Inv gel-
ten muss. Da P und Inv sich nicht durch Zuweisungen allein ineinander
iiberfiithren lassen, reduzieren wir dieses Problem auf P O Inv [g] [Zo]:
P> Inv [2] [20]
290> 0D ((x*xyo+p=xz0*yo) N T ZO)B][?O]
20 > 0D ((wo *yo +p =m0 *yo) Ao > 0)[)]
20 >0D (xo*xyo+0=x0%yo) ANxg >0
ADtrueN A
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Fiir den Schleifenblock miissen wir zeigen, dass aus der Nachbedingung
der Schleife laut (H4’) @ folgt:

InvAN—=(z>0)DQ
(xxyo+p=x0*xyo) AN(x>0)A(x<0)D(z=0)A(p=mo*yo)
(xxyo+p=xo*xyo) AN(x=0)D (x=0)A(p=z0*0)
(0% yo +p=x0*y0) D (p= o *Yo)

ADA

Um die Zuweisungen innerhalb der Schleife auszuwerten, miissen wir
noch Inv Az >0 D Inv[% 1] [§+y°} zeigen.

Inv A (z>0)D Inv[gfl] [ngyO]
(xxyo+p=wz0xyo) AN(x>0)A(x>0)D (x—1)*yo+ (p+ yo) = xo * Yo
(@ *yo+p=a0*yo) ANz =0)Dx*yo—yo+Pp+yo=To*Yo
(*yo+p=mo*yo) A(z>0) Dxxyo+p=20*Yo
ANBDA

8.3 Integer-Division mit Rest

Als néchstes betrachten wir das Programm 7 zur Berechnung der ganzzahli-
gen Division von zwei Eingaben z (Dividend) und y (Divisor). Das Ergebnis
wird in die beiden Variablen ¢ (Quotient) und r (Rest) gespeichert.

7 = begin
begin ¢ <+ 0 ; r + z end ;
while » > y do
beginr«+r—y;q+ qg+1end
od

end

Als Vorbedingung P erwarten wir uns, dass x und y positive Zahlen sind
und y nicht 0 sein darf: x > 0Ay > 0. Die Nachbedingung () muss aussagen,
dass ¢ und r die richtigen Werte haben, also ¢xy+7 = x, und dass auflerdem
r minimal ist, also r < y.

Die Idee des Algorithmus ist die folgende: Wir beginnen mit ¢ = 0 und
r = x, diese Werte erfiillen die Invariante ¢ * y +r = x (denn 0 4 r = z).
Solange r grofler als y ist, subtrahieren wir y von r und erhéhen ¢ um 1,
dadurch bleibt die Invariante giiltig. Sobald wir y nicht mehr von r abziehen
konnen, ist die Minimalitdtsbedingung in @ erfiillt und das Programm wird
beendet. (Wenn x < y, wird die Schleife gar nicht durchlaufen. Dadurch
erhalten wir z.B. 2: 3 = 0 und 2 Rest.)
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Im ersten Teil des Programms (gegeben in Ableitung (3b) auf Seite 31)
werden die beiden Initialwerte von ¢ und r zugewiesen. Die Vorbedingungs-
einschrankung y > 0 dient nur zur Schleifentermination und kann auch
weggelassen werden (immerhin beweisen wir nur partielle Korrektheit), sie
wird mithilfe von (H5) eingefiihrt.

Wir wollen nach den beiden Zuweisungen Inv erreichen, und kommen mit
(HA3) auf die Zwischenstufe R % Inv[?]. Fiir die erste Zuweisung miissen wir
noch beweisen, dass (H1) anwendbar ist, das heiflt, dass aus der Vorbedin-
gung x > 0 auch R[g] folgt.

z>0D R[g]
x>0 Inv[;] [2]

202 ((gxy+r=a)A(r=0)[][]]
x>0D0xy+x=x)A(x>0)
x>0D(x=x)A(z>0)

ADtruen A

Im zweiten Teil (gegeben in Ableitung (3c)) wenden wir uns der Schleife
zu. Um (H4’) anwenden zu kénnen, beweisen wir, dass Inv A =(r > y) D Q.

InvAN=(r>y)D>Q
(@ry+r=2)A(r=0)A=(r=y)D(gxy+r=2)A(r=0)A(r<y)
ANBA=(r>y) DAANBA(r<y)

Anschlieflend beweisen wir die beiden Zuweisungen mit (HA3) und er-
def

halten T % Inv [gﬂ] und S = T[ } Abschlieflend zeigen wir, dass die
Vorbedingung der Schleife Inv A r > y ein Spezialfall von S ist.

y) DS
y) D Inw [T [17]
(gxy+r=uz) YO g+ xy+(r—y)=z)A(r—y=>0)
Y)
Y)
Y)

(gxy+r=ux) D(gxy+y+r—y=x)A(r—y=>0)

A(r
A(r
AN(r
AN(

> IV I\/ I\/ I\/

D:.ﬁ

8.4 Grofiter gemeinsamer Teiler

Nun beweisen wir die Korrektheit eines Programms zur Berechnung des
groBten gemeinsamen Teilers von zwei Input-Werten « und y. Dafiir definie-
ren wir zunéchst die Funktion gcd:
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ged(z,y) =(Fu)(3s1)(Is2)[(s1 # s2) A (uxs1 =) A (u*s2=1y) A
(Vo) (3t1) Bt2)[((t1 # t2) A (vt = 2) A (vrt2 =y)) D (v < w)]]

Fiir die Berechnung von ged(x, y) verwenden wir die folgende Abénderung
des Euklidischen Algorithmus:

x falls z =y
ged(z,y) = { ged(x —y,y) fallsz >y
ged(z,y —z) fallsx <y

Wir schreiben also das Programm 7, dessen Korrektheit wir gleich {iberpriifen
werden:

m = while x # y do
ifr>ythenz+zx—yelsey«—y—afi
od

Wir wissen, dass wir den ged gefunden haben, wenn x und y denselben Wert
angenommen haben. Zu diesem Zeitpunkt brechen wir die Schleife ab und
konnen das Ergebnis aus x oder y auslesen.

Da wir & und y veréindern, merken wir uns die urspriinglichen Werte
in g und yo. Eine geeignete Vorbedingung P wére deshalb (z = xp) A
(y =yo) AN(x > 1) A(y > 1) und eine geeignete Nachbedingung @) wire
(z = y) A (@ = ged(zo,40)) A (2 > 1).

Das Programm 7 ist relativ kurz und besteht nur aus der wiederholten
Anwendung des Algorithmus. Wir beginnen daher mit der Definition einer
Schleifeninvarianten Inv. Eulers Algorithmus besagt, dass sich der ged nicht
andert, wenn seine Argumente nach dem oben genannten Schema verandert
werden, daraus ergibt sich (gcd(z,y) = ged(zo,yo)) A (z > 1) A (y > 1).

Wir miissen noch zeigen, dass Inv aus P ...

P D Inv
) A(y >1) D ged(z,y) = ged(zo, yo) A (z > 1) A(y = 1)
(x = 20) A (y = o) D ged(w,y) = ged(xo, yo)

...und @ aus Inv A x =y, der Nachbedingung der Schleife laut (H4), folgt.

~—

ged(z,y) = ged(xo, yo) A (x =y) A (x
x = ged(zo, yo) N (x =y) A (@
B

D (x=y) Az = gcd(zo,y0) A (x > 1)

0)
1) D (z=y) ANz = ged(zo,yo) A (x> 1
1)

CO>OAANBANC



Jetzt konnen wir mit Hilfe der Regel (H4’) eine Pramisse finden. Da wir
dazu die Schleifenbedingung x # y in die Vorbedingung aufnehmen miissen,
ist fiir den nédchsten Schritt, die Auswertung des if-Blocks, sichergestellt,
dass in keinem der beiden Zweige z = y gilt.

Wir miissen die beiden Zweige des if-Blocks getrennt betrachten, in
beiden gilt die Nachbedingung der Schleife, Inv, als Nachbedingung. Die
Vorbedingung lautet Inv A z > y bzw. Inv A z < y. Fiir die Auswer-
tung der beiden Zuweisungen benutzen wir wieder die Regel (HA3), da-

durch erhalten wir Inv [?ﬂ bzw. Inv {g%} Es gilt also noch zu zeigen,

dass Inv/\x>y:)]m;[£fy} und Inv Az <y D Inv[Y_,].

y—x
Inv A (z > y) D Inv[i7Y]

ged(z,y) = ged(zo,yo) A (x> 1) A (y > 1) Az >y) D Inv [57Y]
ged(x —y,y) = ged(zo, yo) Az —y > 1) A (y > 1) D Inw[37Y]
Inv[37Y] D Inv[57Y]

Inv A (z <y) D Inv [}~

ged(z,y) = ged(zo,yo) Az > 1) A (y > 1) A (z <y) D Inv[}7]
ged(x,y — x) = ged(zo, yo) Az > 1) A(y—2 > 1) D Inv [J77]
Inv [571] D Inv [Zf"”]

8.5 Potenz

Im letzten Beispiel zeigen wir, wie das Uberlegen von geeigneten Schlei-
feninvarianten den Programmierstil beeinflussen kann. Wir betrachten ein
Programm zur Berechnung der Potenz von zwei Eingaben. Dazu miissen
wir unseren Datentyp Z so verdndern, dass er die Spezifikationsfunktion 1
zur Potenzierung, die Programmfunktion half(-) zur ganzzahligen Division
durch 2 (abgerundet) und das Programmpridikat even(-), das anzeigt, ob
sein Argument eine gerade Zahl ist, unterstiitzt.

Auch in diesem Beispiel sehen wir wieder (vergleiche Abschnitt 8.2), wie
wichtig der Unterschied zwischen Spezifikationssprache und Programm (ier)-
sprache ist. Wenn uns die Funktion zur Potenzierung in der Programmier-
sprache zur Verfiigung stiinde, wire das Problem sehr viel schneller gel6st.

Wir erwarten uns von unserem Programm, dass die Eingabewerte xg
und yp > 0 sind (wieder zur Vereinfachung des Algorithmus). Nach der
Ausfithrung soll die berechnete Variable p das Ergebnis zg T o, anders
notiert x¢¥°, enthalten.

Wir schreiben also das Programm m, das dem in Abschnitt 8.2 stark
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ahnelt.

7 = begin
begin y < yo; p < 1 end ;
while y > 0 do
begin p+ p*xxy;y <+ y—1end
od

end

Der Korrektheitsbeweis von 7 geht analog zu dem in Abschnitt 8.2.

Die Schleifeninvariante Inv & (p * zo¥ = x0¥%) beruht darauf, dass p *
xo¥ = pxao*xxo? L. Wenn wir eine alternative Invariante wihlen, konnen wir
den Algorithmus anders gestalten und seine Laufzeit verbessern. p % x¢¥ =
p* (20 * £0)"¥Y) ergibt den Algorithmus 7’

7' = begin
a = begin
begin = <+ x ; y + yo end ;
p+1
end ;
while y > 0 do
begin
8= while even(y) do
begin = < z xx ; y + half(y) end
od ;
v = beginp<+ p*xx;y<+ y—1end
end
od

end

Wenn/solange y eine gerade Zahl ist, kann der Invarianten-Trick angewendet
werden. Ist y ungerade (geworden), verhiilt sich 7’ wie 7, bis y wieder gerade
ist oder O erreicht hat.

Wir betrachten 7/ am Beispiel zg = 3, yg = 9 und erwarten das Ergebnis
19683.

Insgesamt bendtigen wir zwei Durchléufe der dufleren Schleife v und
durchlaufen beim zweiten Durchgang die innere Schleife 5 dreimal. Der Al-
gorithmus 7’ ist also schneller als 7. 7 benotigt immer gy Schleifendurchliufe,
7/ hingegen im Best Case (wenn yg eine 2er-Potenz ist) nur einen Durchlauf
der duBleren Schleife und logy(yo) der inneren.
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o Y p
3 9 1
9-1=28 1x3=3

3x3=9 half(8) =

9%9 =281 half(4) =
81 %81 = 6561 | half(2) =1
1-1=0| 36561 = 19683

2L ™2

Dieses Beispiel soll demonstrieren, welchen Einfluss Invarianteniiberlegungen

auf den Programmierstil haben kénnen.

In Ableitung (5) auf Seite 33 ist die genaue Ableitung von 7’ gegeben.
Als Vorbedingung P wird xg > 0 A yg > 0 angenommen, als Nachbedingung
Q@ natiirlich p = z¢%. Zunichst wird « ausgewertet und auf die duflere
Schleifeninvariante Inv < pxa¥ = xg¥ Ay > 0 hingefiithrt. Fiir die duflere
Schleife zeigen wir, dass Inv A =(y > 0) D Q:

InvA=(y>0)DQ
(pra’ =mg")A(y=0)A(y <0) D (p=ua0")

(p*a¥ =20") A(y =0) D (p=20")

da u® = 1 gilt Vu:

(p*x1=20")A(y=0)D (p=u0")
AANBD A

Mit Inv A (y > 0) als Vor- und Inv als Nachbedingung werten wir
begin 5 ; v end aus. Mit (HA3) auf v angewendet erreichen wir die Zwi-

schenstufe R < Inw [y 1} [p7], also (pxa¥ =z ) A(y > 1). R ist damit die

Nachbedingung der inneren Schleife 5. Wir benennen Inv Ay > 0 mit Inv’
und zeigen unten mit Inv’ A —even(y) D R, dass Inv’ die innere Schleifenin-
variante ist.

Inv' A —even(y) D R
> Ino [ [77]

O ((pra)*xa? P =xg")A(y—1>0)
D (pra? =xz0”)A(y 2 1)

()
Inv A (y > 0) A —even(y)
(pxax¥ = xo") A (y > 0) A meven(y)

(v)

(p*xax¥ = xo") A (y > 0) A meven(y

Da y eine ganze Zahl ist, sind y > 0 und y > 1 gleichwertig. Ob even(y) gilt,
ist nicht relevant.
Fiir die Auswertung von 8 mit (HA3) miissen wir noch Inv’ A even(y) D
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Inv' [Zalf (y)} [2**] zeigen.

T

Inv' A even(y) D Inv' [}ymlf(y)] [
(pxa¥ = 20") A (y > 0) A even(y) D (p (@ +2)""W) = zo*0)

Da half(y) die ganzzahlige Division durch 2 darstellt (z. B. half(7) = 3), muss
even(y) gelten, damit sichergestellt ist, dass (z * )" = z¥_ Laut linkem
Teil der Implikation gilt even(y), und damit ist die Implikation korrekt.
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